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概要
本稿は，代数的整数論とその周辺 2025 における筆者の講演内容をまとめたものである．

Clausen-Scholzeによって導入された凝縮数学 (condensed mathematics)とは位相の入った
代数系（位相群など）を代数的に取り扱うための枠組みであり，数論やホモトピー論などの
分野で応用されている．本稿では，p進関数解析やスキーム論，リジッド幾何への応用を念頭
に置いて，凝縮数学の基礎を紹介する．なお凝縮数学が最初に導入された 2019 年頃と現在
(2026年)では，基礎理論の展開方法が変わっている．本稿では最新の方法を主に紹介する．

記号
• 環は単位的な可換環を指すことにする．
• Set，Ring，Ab，Topで集合，環，アーベル群，位相空間のなす圏を表す．
• pは素数とする．
• Nで非負整数の集合を表す．

1 Condensed sets

この章では (light) Condensed set を導入する．この章の参考文献としては [Sch26b, RC26] が
ある．

定義 1.1. (1) Light profinite set とは lim←−
n∈N

Sn（ただし Sn は有限集合に離散位相を入れた

空間，また射影極限位相を考える）という形をしている位相空間のことである．Prof light

で light profinite setのなす圏を表す．
(2) 圏 Prof light の Grothendieck位相を，Prof light における射の族 {fi : Xi → X}ni=1 に対し，
∪fi(Xi) = X となるとき {fi : Xi → X}ni=1 が被覆であるとして定める．

(3) Condensed setとは Prof light 上の層のことである．Cond(Set)で condensed setのなす
圏を表す．同様に condensed ringとCond(Ring)，condensed abelian groupとCond(Ab)

も定める．
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注意 1.2. [Sch26b] では profinite set のなす圏 Prof 上の層として condensed set を定義してい
た．[Sch26b] での定義と区別する場合は，ここで定義したものを light condensed set と呼ぶ．
Light profinite setに制限することで，いくつかの定義や証明が簡単になるため，最近ではこちら
の定式化の方が主流になりつつある．なお非アルキメデス的な設定 (solid)では，応用上これらの
定式化の間に違いはない．

例 1.3. 位相空間X に対して，condensed set X をX(S) = C(S,X)と定める．ただし C(S,X)

は S から X への連続写像全体のなす集合である．これが実際に層の条件を満たすことは light

profinite setの間の全射連続写像が商写像になることから従う．

例 1.4. (1) Light profinite set N∞ を lim←−
n∈N
{0, . . . , n,∞} で定める．ただし推移写像

{0, . . . , n + 1,∞} → {0, . . . , n,∞}は，{0, . . . , n}上では恒等写像，n + 1,∞ 7→ ∞とな
るように定める．N∞ は集合としては N ∪ {∞}になる．

(2) 位相空間 X に対して，X(N∞)は X の収束点列 a0, a1, . . . , a∞ = lim
n→∞

an の集合になる．

上の例より，X は X の収束点列の情報を持っていることがわかる．これより X が列型（特に
第一可算的）ならば X から X が復元できることが分かる．より正確には次が成立する．

命題 1.5. 関手
Top→ Cond(Set); X 7→ X

は左随伴関手
Cond(Set)→ Top; T 7→ T (∗)top

を持つ．また関手 X 7→ X は列型空間*1のなす部分圏に制限すると忠実充満になる．

証明. Condensed set T に対して，位相空間 T (∗)top を次で定める．

• 下部集合は T (∗)．
• Light profinite set Sと f ∈ T (S)，s ∈ Sに対して，f(s) ∈ T (∗)を T (S)→ T ({s}) = T (∗)
による f の像とする．そして T (∗)には，任意の S と f ∈ T (S)に対し，S → T (∗); s 7→
f(s)が連続となる最強の位相を入れる．

すると，関手
Cond(Set)→ Top; T 7→ T (∗)top

は自然に X 7→ X の左随伴関手になる（単位射，余単位射が自然に定まる）．さらに列型空間 X

に対して，余単位射 X(∗)top → X が同相になることも容易に確認できる．

この命題から次のことがわかる．

*1 もう少し広いクラスの位相空間（距離化可能コンパクト空間で生成される位相空間）でも良い．
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例 1.6. (1) 次の関手は忠実充満である．

{第一可算的な位相環 } → Cond(Ring); A 7→ A,

{第一可算的な位相 abel群 } → Cond(Ab); M 7→M.

(2) 集合 S を離散位相によって位相空間とみなす．このとき関手

Set→ Cond(Set); S 7→ S

は忠実充満である．同様に忠実充満関手

Ring→ Cond(Ring); A 7→ A,

Ab→ Cond(Ab); M 7→M

を得る．さらに関手 Ab → Cond(Ab)は余極限*2を保つ完全関手である（証明は略．直接
簡単に証明できる）．

多くの論文ではこれらの忠実充満関手に基づく同一視を用いている．例えば第一可算的空間 X

に対し，対応する condensed setも X と書くことが多い．本稿でも，4.2節と付録ではこの記法
を採用する．

例 1.7. Zp を通常の p進位相によって位相環とみなす．このとき Zp
∼= lim←−

n

Z/pn となる．ただし
右辺の極限は condensed abelian group としてのものである．また Z/pn には離散位相を入れて
いる．このことは右随伴関手 Top→ Cond(Set); X 7→ X が極限を保つことより従う．より一般
に I 進完備な環 Aに対し，A ∼= lim←−

n

A/In となる．

例 1.8. Condensed ring Aを考える．このとき f ∈ A(∗)に対して，lim−→(A
f−→ A

f−→ · · · )には自
然に condensed ring構造が入る．こうして定まる condensed ringを A[1/f ]と書く．この記法を
用いると Qp

∼= Zp[1/p]となることが容易に証明できる．

例 1.9. X を第一可算的空間，Y を距離化可能な局所コンパクト空間とする．このとき condensed

set Hom(Y ,X)（ただし Hom は Cond(Set) の内部 Hom）は C(Y,X) と同型である．ただし，
C(Y,X)は Y から X への連続写像全体のなす集合にコンパクト開位相を入れたものである．

2 Solid modules

この章では solid moduleを導入する．この概念は非アルキメデス的な解析，幾何を凝縮数学を用
いて展開する上で最も基本的である．この章の参考文献としては [RC26]（と Clausen-Scholzeに
よる講義動画）がある．

*2 一般に極限は保たない．例えば
∏
N

Z は
∏
N

Z に積位相（これは離散位相ではない）を入れたものから定まる

condensed abelian groupである．
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定義 2.1. Light profinite set S に対し，condensed abelian group Z[S] を前層 Prof light,op 3
T 7→ Z⊕S(T ) の層化として定める．構成より，condensed abelian group M に対し，自然な同型
M(S) ∼= Hom(Z[S],M)が存在する．

定義 2.2. Condensed abelian group N を Z[N∞]/Z[{∞}] と定める．また連続写像 N∞ →
N∞; n 7→ n + 1（ただし∞+ 1 =∞とする）は σ : N → N を誘導する．

例 2.3. 第一可算的な位相 abel 群 M に対し， Hom(N ,M) は M の 0 に収束する数列 (null

sequence) の集合とみなせる．またこの同一視のもと，σ∗ : Hom(N ,M) → Hom(N ,M) は
(an)n 7→ (an+1)n という射に対応する．

補題 2.4. 関手 Cond(Ab) → Cond(Ab); M 7→ Hom(N ,M) は完全かつ（有限とは限らない）
直和を保つ*3．ただし，Hom(−,−)は condensed abelian groupの内部 Homである．

証明. まず Hom(N ,M) ∼= Ker(Hom(Z[N∞],M) → M) である．ここで関手 M 7→
Hom(Z[N∞],M)（と M 7→ M）は直和を保つので，M 7→ Hom(N ,M) も直和を保つ．
関手M 7→ Hom(N ,M)の完全性は非自明である．付録の定理 A.22を見よ．

注意 2.5. 関手 Cond(Ab)→ Ab; M 7→M(∗)は完全かつ直和を保つ．よって内部射影的ならば
射影的，内部コンパクトならばコンパクトとなる．

以上の準備のもと solid moduleの定義を与える．

定義 2.6. (1) Condensed abelian group M が solidであるとは，射

id− σ∗ : Hom(N ,M)→ Hom(N ,M)

が同型になることである．Solid ⊂ Cond(Ab) で solid module (solid condensed abelian

groupのこと)のなす充満部分圏を表す．
(2) D(Cond(Ab))でCond(Ab)から定まる導来（無限）圏を表す．このときC ∈ D(Cond(Ab))

が solidであるとは射

id− σ∗ : RHom(N ,M)→ RHom(N ,M)

が同型になることである．D(Cond(Ab))□ ⊂ D(Cond(Ab)) で solid なものたちのなす充
満部分圏を表す*4．

例 2.7. 第一可算的な位相 abel群M に対し，例 2.3の同一視のもと，

id− σ∗ : Hom(N ,M)→ Hom(N ,M)

*3 このことを「N は内部射影的 (internally projective) かつ内部コンパクト（internally compact）である」とい
う．特にN は導来無限圏 D(Cond(Ab))においても内部コンパクト（RHom(N ,−)が filtered colimitを保つ）
である．

*4 [Sch26b] などでは solid を表す記号として ■ が使われていた．しかし [Man22] 以降，徐々に □ を使う文献が増
えてきた．□が増えてきた理由としては視認性の良さが挙げられる．

4



は (an)n 7→ (an − an+1)n と対応する．よって形式的には，この射の逆射は

(bn)n 7→ (

∞∑
i=n

bi)n

で与えられる．つまり，雑にいうと，solid という条件は「0 に収束する数列の無限和が取れる」
という意味である．

注意 2.8. 上の例からわかる通り実数体 Rや複素数体 Cから定まる Rや Cは solidではない（命
題 2.15も見よ）．それゆえ，R（もしくは C）上の幾何や解析を凝縮数学を用いて行うためには，
solidでは不十分である．これらを扱うための枠組みとしては，gaseousや liquidと呼ばれるもの
が存在する．Gaseousは，大雑把に言えば，「任意の null sequence (an)n と 1未満の r（これは
Qp や Rのようなノルム環では意味をもつ）に対し無限和

∞∑
i=0

anr
n が取れる」という条件である．

詳しくは [Ara25]を見よ．Liquidは，大雑把に言えば，Lp ノルムに関する完備性についての条件
であるが，筆者の力不足により解説をすることができない．詳しくは [Sch26a]を見よ．

定理 2.9. 圏 Solidは次のような性質を持つ．

(1) Solidは Grothendieck abel圏である．また Solid ⊂ Cond(Ab)は極限，余極限，拡大につ
いて閉じている充満部分圏である．

(2) 包含関手 Solid ↪→ Cond(Ab)は左随伴関手 Cond(Ab)→ Solid; M 7→M□ を持つ．
(3) Condensed abelian group Lと solid module M に対し，Hom(L,M)は solidである．
(4) 関手 (−)□ : Cond(Ab)→ Solidが対称モノイダルになるような Solidの対称モノイダル構
造がただ一つ存在する．これによるテンソル積を −⊗□ −と書く．

同様に（無限）圏 D(Cond(Ab))□ は次の性質を満たす．

(1’) D(Cond(Ab))□は表現可能無限圏 (presentable∞-category)である．またD(Cond(Ab))□ ⊂
D(Cond(Ab))は極限，余極限について閉じている充満部分圏である．

(2’) 包含関手 D(Cond(Ab))□ ↪→ D(Cond(Ab)) は左随伴関手 D(Cond(Ab)) →
D(Cond(Ab))□; M 7→ML□ を持つ．

(3’) L ∈ D(Cond(Ab))とM ∈ D(Cond(Ab))□ に対し，RHom(L,M)は solidである．
(4’) 関手 (−)L□ : D(Cond(Ab)) → D(Cond(Ab))□ が対称モノイダルになるような

D(Cond(Ab))□ の対称モノイダル構造がただ一つ存在する．これによるテンソル積を
−⊗L□ −と書く．

さらに Solidと D(Cond(Ab))□ の間には次のような関係*5がある．

(a) M ∈ D(Cond(Ab))が solidであることの必要十分条件は，任意の i ∈ Zに対し Hi(M) ∈
Cond(Ab)が solidになることである．

*5 (b)については理論展開上示す必要はないが言及しておく．
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(b) D(Solid)を Solidから定まる導来無限圏とする．このとき包含関手 Solid→ Cond(Ab)か
ら誘導される関手 D(Solid) ↪→ D(Cond(Ab))は圏同値 D(Solid) → D(Cond(Ab))□ を誘
導する．さらにこの圏同値のもと，(−)L□，− ⊗L□ −は (−)□，− ⊗□ −の左導来関手に
なる．

証明. (1)から (4)，(1’)から (4’)，(a)は補題 2.4と（無限）圏に関する形式的な議論より従う．
(b)については後述する定理 2.16，系 2.20と導来無限圏に関する形式的な議論から従う．

注意 2.10. [Sch26b]における技術的に最も困難な部分はこの定理の証明だったが，light profinite

setに基づく定式化ではこの定理の証明はそこまで困難ではない．代わりに light profinite set S

に対して，Z[S]L□ を計算する部分（定理 2.16）が困難になっている．[Sch26b]では Z[S]L□ の表
示を出発地点として solidを定義しているため，この計算は必要ない．

注意 2.11. Solid module L，M に対し，L⊗□ M ∼= (L⊗M)□ となる．ただし，右辺の L⊗M

は condensed abelian groupとしてのテンソル積である．

では solid moduleの例を挙げよう．

命題 2.12. M を abel群とする．このとき Condensed abelian group M（M には離散位相を入
れる）は solidである．特に Zは solidである．

証明. 例 1.9より，
Hom(N ,M) ∼= Ker(Hom(Z[N∞],M)→ Hom(Z[{∞}],M))

∼= Ker(C(N∞,M)→ C({∞},M))

となる．ここで C(N∞,M)に定まるコンパクト開位相は離散位相になる．また通常の abel群と
して Ker(C(N∞,M)→ C({∞},M)) ∼=

⊕
N

M ; f 7→ (f(n))n となる．以上より，

Hom(N ,M) ∼=
⊕
N

M

を得る．この表記を使うことで，id− σ∗ : RHom(N ,M)→ RHom(N ,M)が同型になることが
直ちにわかる．

系 2.13. Zp，Qp は solidである*6．

証明. 例 1.7より
Zp
∼= lim←−

n

Z/pn

となる．ここで命題 2.12より，右辺は solid moduleの極限になる．よって定理 2.9 (1)より Zp

も solidである．次に例 1.8より，（condensed abelian groupとして）

Qp
∼= lim−→(Zp

p−→ Zp
p−→ · · · )

*6 もちろん Zp，Qp の位相は p進位相である．
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となる．右辺は solid moduleの余極限なので，左辺の Qp も定理 2.9 (1)より solidになる．

注意 2.14. このように与えられた condensed abelian groupが solidであることを示すには，離
散 abel群から定まる condensed abelian groupの極限，余極限（と拡大）で記述することが定石
である．実は，Zを含み，極限，余極限，拡大で閉じている Cond(Ab)の最小の部分圏は Solidで
あることが知られている．このことは系 2.19より従う．

次の命題も重要である．

命題 2.15. 実数体 R*7から定まる condensed abelian group R は solid ではない．より強く，
RL□ = 0 となる．さらに，任意の C ∈ D(R) に対し，CL□ = 0 となる．ただし忘却関手
D(R)→ D(Cond(Ab))によって C ∈ D(Cond(Ab))と見ている．

証明. まずR□ = 0を示す．定理 2.9 (4)からR□は condensed ringになる．よってR□(∗)におい
て 1 = 0を言えば良い．まず 0に収束する数列 1, 1/2, 1/2, 1/4, 1/4, 1/4, 1/4, . . .から f : N → R
を得る．ここで R□ は solidなので，solidの定義より次の図式を可換にする g : N → R□ がただ
一つ存在する：

N
f

//

1−σ∗

��

R

��

N
g

// R□.

さて i = 1, 2 に対し，Fi : N∞ → N∞; n 7→ 2n + i とおく．これは Fi : N → N を誘導する．
F = F1 + F2 : N → N とおく．このとき次の図式は可換になる：

N F //

1−σ∗

��

N
f

//

1−σ∗

��

R

��

N F1 // N
g

// R□.

ここで f ◦ F = f である．よって g の一意性から g = g ◦ F1 を得る．さて g に対応して R□(∗)
の元の列 x0, x1, . . .を得る，ここで g = g ◦ F1 より，xn = x2n+1 となる．特に x0 = x1 である．
一方で g ◦ (1 − σ∗) は x0 − x1, x1 − x2, . . . という数列に対応する．g の構成より，これは数列
1, 1/2, 1/2, 1/4, 1/4, 1/4, 1/4, . . . の R = R(∗) → R□(∗)による像である．よって R□(∗)におい
て 1 = x0 − x1 = 0となる．
残りの部分を証明しよう．まずM ∈ D(R) をとる．このとき定理 2.9 (4’)，(a) より，任意の

整数 i に対し，Hi(ML□) は solid R-module になる．よってこれは R□-module になる．ここ
で R□ = 0 より，Hi(ML□) = 0 を得る．以上より ML□ = 0 を得る．特に M = R とすると，
RL□ = 0を得る．

*7 もちろん Rの位相は Euclid位相である．
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本稿で紹介する中では，次の定理の証明が最も複雑である．．証明は付録にて与える．Light

profinite set S に対し，Z□[S] := Z[S]L□ ∈ D(Cond(Ab))□ と定める．命題 2.12より，S が有限
集合ならば Z□[S] = Z[S]となることに注意する．

定理 2.16. S = lim←−
n∈N

Snを light profinite setとする（各 Snは有限集合）．このとき，Z□[S] ∈ Solid

（つまり 0次以外のコホモロジーは 0になる）であり，さらに自然な射 Z□[S] → lim←−
n

Z[Sn]は同

型になる．また S の位数が無限の場合，同型 Z□[S] ∼= N L□ ∼=
∏
N

Zが存在する（一つ目は非標

準的な同型，二つ目は自然な同型である）．

注意 2.17. N には N∞ × N∞ → N∞; (n,m) 7→ n + mから定まる環構造が入る．すると N L□

も condensed ringになる．このとき condensed ringとしての同型N L□ ∼= Z[[q]]が存在する（た
だし Z[[q]]には q 進位相を入れる）．またこの同型のもと，σ : N → N から定まるものは q 倍と
対応する．

系 2.18. Light profinite set S に対し，Z□[S]は Solidにおいて内部射影的かつ内部コンパクト
である．また Z□[S]は D(Cond(Ab))□ においても内部コンパクトである．

証明. S が有限集合の場合は良い．そうでない場合は，同型 Z□[S] ∼= N L□ が存在する．よって補
題 2.4から従う．

系 2.19.
∏
N

Z は D(Cond(Ab))□ のコンパクト生成子 (compact generator) になる．特に

D(Cond(Ab))□ はコンパクト生成無限圏 (compactly generated ∞-category)になる．

証明. 定理 2.16から形式的に従う．

系 2.20. I, J を高々可算な集合とする．このとき自然な射∏
I

Z⊗L□∏
J

Z→
∏
I×J

Z

は同型である．

証明. まず
∏
I

Z ⊗L□ ∏
J

Z が高々可算個の Z の直積であることを示す．I か J が有限集合

ならば良い．I = J = N とする．このとき左辺は位数無限の light profinite set S を用いて
Z□[S]⊗L□ Z□[S]と書ける．ここで Z[S]⊗L Z[S] ∼= Z[S × S]と定理 2.9 (4’)より，Z□[S]⊗L□

Z□[S] ∼= Z□[S×S]を得る．よって定理 2.16と合わせて，非標準的な同型
∏
N

Z⊗L□∏
N

Z '
∏
N

Z

を得る．
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さて付録の系 A.32*8より，標準的な同型∏
I

Z⊗
∏
J

Z ∼= Hom(Hom(
∏
I

Z⊗
∏
J

Z,Z),Z) (2.1)

を得る．ここで
∏
I

Zが内部コンパクトなことと系 A.32より，同型

Hom(
∏
I

Z⊗
∏
J

Z,Z) ∼= Hom(
∏
I

Z,Hom(
∏
J

Z,Z))

∼= Hom(
∏
I

Z,
⊕
J

Z)

∼=
⊕
J

Hom(
∏
I

Z,Z)

∼=
⊕
J

⊕
I

Z

を得る．これを (2.1)に代入して標準的な同型∏
I

Z⊗
∏
J

Z ∼= Hom(
⊕
J

⊕
I

Z,Z) ∼=
∏
I×J

Z

を得る．この同型が定理中で与えた射と一致することは容易に確かめられる．

3 p進関数解析
この章では凝縮数学を用いた p進関数解析について簡単に紹介する．この章の参考文献としては
[RJRC22]と [Bos23a]がある．また古典的な p進関数解析に関しては [Sch02, ST02, Eme17]な
どがある．

定義 3.1. Solid Qp-module*9とは，(condensed) Qp-moduleであって condensed abelian group

として solidなもののことを言う．Mod□
Qp
で solid Qp-moduleのなす圏を表す．また D(Qp)□ ⊂

D(Qp)を，D(Cond(Ab)) の対象として solidになっているもののなす充満部分圏*10として定義
する．

注意 3.2. Qp は対称モノイダル abel圏 Solidの環対象になる．また solid Qp-moduleは Solidに
おける Qp-moduleのことである．特に solid Qp-module M,N に対し，Solidの対称モノイダル
構造からテンソル積M ⊗□

Qp
N が定まる．同様にM,N ∈ D(Qp)□ に対し，M ⊗L□

Qp
N が定まる．

命題 3.3. M を Fréchet Qp 空間とする．このときM は solidである．

証明. M は Banach Qp 空間の極限M ∼= lim←−
n∈N

Mn として書くことができる．ここでM ∼= lim←−
n

Mn

より，M が Banachの場合に帰着される．この場合は系 2.13と同様に証明できる．

*8 付録では下部線を省略していることに注意せよ
*9 Solidとついていることで，この Qp は condensed ringだと思っていることが明確にわかる．それゆえ下部線 Qp

を省略している．
*10 D(Qp)

□ がMod□Qp
の導来無限圏と一致することを証明することはできるが，ここでは省略する．
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命題 3.4. 関手 {Fréchet Qp 空間 } → Mod□
Qp

; V 7→ V は忠実充満である．さらに Fréchet Qp

空間 V，W に対し，
V ⊗̂Qp

W ∼= V ⊗□
Qp

W ∼= V ⊗L□
Qp

W

となる*11．

証明. 前半の主張は命題 3.3と命題 1.5から直ちに従う．テンソル積についての証明は省略する．
[RJRC22, Lemma 3.28]*12，もしくは [Bos23a, Proposition A.68]を見よ．なお V ⊗ Qp

□W ∼=
V ⊗Qp

L□W については，V，W が平坦 (flat)なことから従う（[RJRC22, Lemma 3.21]，もし
くは [Bos23a, Corollary A.65]）．

p進関数解析においては次の概念が重要である．

定義 3.5. 局所凸 Qp 空間 V がコンパクト型 Qp 空間であるとは，V = lim−→
n∈N

Vn となる Banach

Qp 空間 Vn とコンパクト連続単射 Qp 線形写像 Vn → Vn+1 が存在することをいう．ただし余極
限は局所凸 Qp 空間のなす圏の中で考える．

例 3.6. •
⊕
N

Qp はコンパクト型 Qp 空間である．

• G をコンパクト p 進 Lie 群とする．このとき G 上の局所解析的関数のなす線型空間
C la(G,Qp)はコンパクト型 Qp 空間である．

局所凸 Qp 線型空間 V に対し，V ′
b で V の双対に強位相を入れたものを表す．このときコンパ

クト型 Qp 空間と核型 Fréchet Qp 空間*13の間には次のような関係がある．

定理 3.7 ([ST02, Corollary 1.4]). 双対関手 V 7→ V ′
b はコンパクト型Qp 空間の圏と核型 Fréchet

Qp 空間の圏の間の反変圏同値を誘導する．

さて V をコンパクト型Qp 空間とする．このとき自然に評価写像 V ′
b ×V → Qp が定まるが，残

念ながらこれは一般には連続にはならず，成分ごとに連続までしか成立しない．このようなこと
が原因で，古典的な p進解析ではテンソル積と Homの随伴を扱う際には，技術的な部分に細心の
注意を払う必要があった．この問題は，コンパクト型 Qp 空間の定義に現れる余極限 V = lim−→

n∈N
Vn

を局所凸 Qp 空間の圏でとっていたことに起因する．そこで，コンパクト型 Qp 空間の凝縮数学版
を定義する．

定義 3.8. Solid Qp-moduleが V が solid コンパクト型 Qp 空間であるとは，V = lim−→
n∈N

Vn となる

Banach Qp 空間 Vn とコンパクト連続単射 Qp 線形写像 Vn → Vn+1 が存在することをいう．た

*11 V，W は Fréchetなので，V ⊗Qp W の帰納テンソル積位相と射影テンソル積位相が一致する．これについての完
備化を V ⊗̂Qp W と書いている．

*12 ここでの証明には，順序集合の間の射の共終性 (cofinality) に関する議論の部分にギャップがある．しかし（非自
明な）組合せ論的議論をすることで修正できる．

*13 定義は省略する．[Sch02, §19]などを見よ．なお凝縮数学にも核型 (nuclear)という概念があるが，古典的な p進
関数解析に出てくる概念とは異なる（[RJRC22, Remark 3.15]）．
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だし余極限はMod□
Qp
の中で考える．

それでは，この二つの概念を比較する．まずコンパクト型 Qp 空間 V = lim−→
n∈N

Vn に対して，

V = lim−→
n∈N

Vn となる．これは [Sch02, §16]での議論から従う（[RJRC22, Lemma 3.36] にも関連

することが書かれている）．今まで現れた例との最大の違いは V が第一可算的ではないことであ
る（より強くコンパクト生成でもない）．それゆえ，命題 1.5のように，V から V を（直接）復元
することはできない．ある意味では， V から V に移ることで，余計な情報を捨てていると考え
ることができる．そしてこのおかげで次が成立する．

命題 3.9. コンパクト型 Qp 空間 V に対して，solid Qp-moduleの双線型写像 ev : V ′
b × V → Qp

が自然に定まる．

証明. V = lim−→
n∈N

Vn と表す．このとき V ′
b × Vn → Qp は連続であり，これから双線型写像

evn : V ′
b × Vn → Qp が定まる．ここで層の一般論より，Cond(Set) では filtered colimit は有限

直積と可換である．よって evn の余極限をとって ev : V ′
b × V → Qp を得る．

「V から V に移ることで，余計な情報を捨てている」と述べたが，次の定理により本質的な情
報は捨てていないことがわかる．

定理 3.10. (1) 核型 Fréchet Qp空間 V に対し，自然な同型 V ′
b
∼= HomQp

(V ,Qp)が存在する．
(2) コンパクト型 Qp 空間 V に対し，自然な同型 V ′

b
∼= HomQp

(V ,Qp)が存在する．
(3) 関手 { コンパクト型 Qp 空間 } → {solid コンパクト型 Qp 空間 }; V 7→ V は圏同値を与
える．

証明. (1)，(2)は [RJRC22, Theorem 3.40]での記述から従う．(3)を示す．(2)と命題 3.4の証
明より，コンパクト型 Qp 空間 V に対して Hom(V ,Qp)(∗)top ∼= V ′

b (∗)top ∼= V ′
b となる．よって

W 7→ (Hom(W,Qp)(∗)top)′b が V 7→ V の準逆関手を与えことが分かる．

この定理により，凝縮数学を用いた定式化では，双対が対称モノイダル閉圏の一般論で扱える
ことがわかる．同様にテンソル積と Hom の随伴も対称モノイダル閉圏の一般論で扱えるように
なり，古典的な p進関数解析と比べて形式的な議論で処理できる部分が増える．
最後に応用例をいくつか挙げる．

例 3.11. (1) [RJRC22, RJRC26]にて，局所解析的表現の理論の solid版が導入された．これ
により，局所解析的表現の導来圏を適切に定義できるようになり，コホモロジーなどが調
べやすくなった．

(2)（ある種の）Abel 曲面の modularity を証明した論文 [BCGP25] において，p 進 Eichler-

Shimura理論を展開するために凝縮数学が用いられた．
(3) [CN25]にて，p進プロエタールコホモロジーの係数理論の研究に凝縮数学が用いられた．
(4) [Bos23b]にて，リジッド解析空間の有理的 p進コホモロジー（p進プロエタールコホモロ
ジーや Hyodo-Katoコホモロジーなど）の研究に凝縮数学が用いられた．
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4 解析環と Serre双対
この章では凝縮数学の文脈で，どのように解析幾何（代数幾何やリジッド幾何など）が展開され
るかを紹介する．この章の参考文献としては [Sch26b, Sch26a, And21, RC26]がある．

4.1 解析環
初めに condensed animated ringを導入する*14．今後の具体例においては，condensed animated

ringを condensed ringに読み替えても影響はないため，無限圏論に慣れていない読者は以下の定
義は無視しても問題ない．

定義 4.1. Animated ring のなす無限圏を AniRing と書く．Condensed animated ring とは
Prof light 上 AniRingに値をもつ hypersheafのことである．Condensed animated ringのなす無
限圏を Cond(AniRing)と書く．Condensed animated ring Aは D(Cond(Ab))の (connective)

E∞-algebra object とみなせるので，D(Cond(Ab)) における A-module object のなす無限圏と
して D(A)が定まる．

定義 4.2. (1) 解析環 (Analytic ring)とは condensed animated ring A▷と充満部分圏D(A) ⊂
D(A▷)の組 A = (A▷,D(A) ⊂ D(A▷))であって次の条件*15を満たすもののことをいう．
(a) A▷ ∈ D(A)である．
(b) D(A) ⊂ D(A▷)は極限，余極限について閉じている．
(c) 任意の C ∈ D(Cond(Ab))とM ∈ D(A)に対して，RHom(C,M) ∈ D(A▷)は D(A)

に含まれる．
(d) 包含関手 D(A) ↪→ D(A▷)は左随伴関手 A⊗L

A▷ −を持つ．さらに

D(A▷)
A⊗L

A▷−−−−−−→ D(A) ⊂ D(A▷)

は right t-exactである．
解析環 A = (A▷,D(A) ⊂ D(A▷))に対し，M ∈ D(A▷)が A完備であるとは，M ∈ D(A)

となることをいう．
(2) A = (A▷,D(A) ⊂ D(A▷)) と B = (B▷,D(B) ⊂ D(B▷)) を解析環とする．このとき解
析環の射 f : A → B とは，condensed animated ring の射 f : A▷ → B▷ であって任意の
M ∈ D(B)に対してM が A完備（f によってM ∈ D(A▷)とみなす）になるもののこと
である．解析環のなす無限圏を AnRing*16と書く．

記号 4.3. (1) 解析環 A = (A▷,D(A) ⊂ D(A▷))と light profinite set S に対し，

A▷[S] = A▷ ⊗L Z[S], A[S] = A⊗L
A▷ A▷[S]

*14 Six functor formalism における基底変換定理 (proper base change theorem) などを記述するには condensed

animated ringまで考える方が便利である（平坦性などを課す必要がなくなる）．
*15 [Sch26a]では Frobenius射に関する条件もついていたが，light profinite setのみを考えることでその条件は自動
的に成立するようになった（[RC26, Theorem 4.3.2]）．

*16 AnRing と AniRing は見分けにくいので注意がいる．なお animated ringのなす無限圏を Ring と書く文献もあ
る（通常の環のなす圏は Ring♡ と書く）．こうすると AnRing と見分けやすくなる．
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と定める．ただし A▷ ⊗L −は condensed ringの射 Z→ A▷ に沿った係数拡大である．
(2) 解析環の射 f : A = (A▷,D(A) ⊂ D(A▷))→ B = (B▷,D(B) ⊂ D(B▷))に対し，忘却関手

f∗ : D(B)→ D(A)は左随伴関手を持つ．これを B ⊗L
A −と書く．

例 4.4. (1) Condensed animated ring Aに対し，(A,D(A) = D(A))は解析環になる．この
解析環を Acond と書く．

(2) (Z,D(Cond(Ab))□ ⊂ D(Cond(Ab)) = D(Z))は解析環になる（定理 2.9と命題 2.12）．こ
の解析環を Z□ と書く．この記号に基づき，D(Cond(Ab))□ のことを D(Z□)と書くこと
も多い．

(3) A = (A▷,D(A) ⊂ D(A▷))を解析環，B▷ を condensed animated A-algebra（condensed

animated A▷-algebra であって A 完備なもの）とする．このとき充満部分圏 D(B▷
A/) ⊂

D(B▷) を C ∈ D(B▷) に対し C ∈ D(B▷
A/) ⇐⇒ C は A完備 で定める．このとき

B▷
A/ = (B▷,D(B▷

A/) ⊂ D(B▷)) は解析環になる．この B▷ 上の解析環構造のことを A か
ら誘導された解析環構造という．

(4) Qp に Z□ から誘導される解析環構造を入れたものを Qp,□ と書く．このとき 3章で考えて
いた D(Qp)□ は D(Qp,□)と一致する．

定理 4.5. 解析環のなす無限圏 AnRing は余極限を持つ．特に解析環の射 A → B,A → C に対
して，押し出し (pushout)として B ⊗L

A C が定まる．

Z[T ]を多項式環（に離散位相を入れたもの）として，Z[T ]を考える．この上の解析環構造を定
めたい．N [T ] = N ⊗Z Z[T ]と定める．

定義 4.6. M ∈ D(Z[T ])が Z[T ]□ 完備であるとは，射

id− Tσ∗ : RHomZ[T ](N [T ],M)→ RHomZ[T ](N [T ],M)

が同型になることである．D(Z[T ]□) ⊂ D(Z[T ])で Z[T ]□ 完備な対象のなす充満部分圏を表す．

注意 4.7. 注意 2.7と同様に考えると，Z[T ]□ 完備であるとは，大雑把に言えば，null sequence

(an) に対し無限級数
∞∑
i=0

aiT
i が存在するという意味になる．例えば Q〈T 〉 は Z[T ]□ 完備だが，

Q〈pT 〉は Z[T ]□ 完備ではない．証明は省略する．

定理 4.8. (Z[T ],D(Z[T ]□) ⊂ D(Z[T ]))は解析環になる．この解析環を Z[T ]□ と書く．

証明. Z□ が解析環になることの証明と同様にできる．

解析環 Z[T ]□ を用いることで様々な解析環を定義できる．

定義 4.9. A を condensed animated ring, A+ ⊂ π0(A)(∗) を部分集合とする*17．このとき
M ∈ D(A) が (A,A+)□ 完備であるとは次の条件を満たすことをいう：任意の f ∈ A+ に対し，

*17 基本的には A+ は環であることが多いが，定義の上では環であることは必要はない．
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condensed animated ringの射 Z[T ]→ A; T 7→ f によってM を D(Z[T ])の対象とみなすとM

は Z[T ]□ 完備になる*18．D((A,A+)□) ⊂ D(A) で (A,A+)□ 完備な対象のなす充満部分圏を表
す．すると (A,A+)□ = (A,D((A,A+)□) ⊂ D(A))は解析環になる．

注意 4.10. 注意 2.7と同様に考えると，(A,A+)□完備であるとは，大雑把に言えば，null sequence

(an)と f ∈ A+ に対し無限級数
∞∑
i=0

aif
i が存在するという意味になる．

注意 4.11. (Z[T ],Z[T ])□ と Z[T ]□ は一致する．つまりM ∈ D(Z[T ])に対し，M が Z[T ]□ 完
備なことと，任意の f ∈ Z[T ]に対しM が Z[f ]□ 完備なことが同値である．

注意 4.12. 環 Aに対し，解析環 (A,A)□ は単に A□ と書かれることが多い．本稿でもこの記法
を採用する．

例 4.13. (A,A+)を完備な affinoid対*19とする．このとき解析環 (A,A+)□ が定まる．この場合
は，以降下部線を省略して (A,A+)□ と書く．[And21, Proposition 3.34]より，関手

{完備な affinoid対 } → AnRing; (A,A+) 7→ (A,A+)□

は忠実充満である．Huberによる adic空間の理論は完備な affinoid対 (A,A+)を building block

として展開される．それゆえこの例は Z□ 上の幾何が，（適切な意味で）adic空間の理論を含むこ
とを意味している．

次の例は非常に重要である．

例 4.14. Zp〈T 〉を Zp[T ]の p進完備化として，Qp〈T 〉 = Zp〈T 〉[1/p]とおく．このとき解析環の
自然な同型 Z[T ]□ ⊗L

Z□ Qp,□ ∼= (Qp〈T 〉,Zp〈T 〉)□ が存在する．証明は省略する．例えば [And21,

Lemma 4.7] を見よ．この例より，基底変換で安定な性質 P（例えば，cohomological smooth

など，これは次の節で説明する）に対し，Z□ → Z[T ]□ が P であることが示れば，自動的に
Qp,□ → (Qp〈T 〉,Zp〈T 〉)□ も P であることがわかる．つまり，代数幾何的な主張とリジッド解析
的な主張を同時に示すことができるのである．

注意 4.15. 凝縮数学では，解析環 Aに対して AnSpecAを定義し，これらを適切に貼り合わせ
ることで analytic space（より正確には analytic stack）を定義する*20．また Z□ 上の幾何 (solid

geometry)と言った場合は，考える解析環を (A,A+)□ に制限して空間 (solid Huber stack*21)を
定義する．ここで用いられている位相は 6-functor formalism を用いて定義される複雑なもので
あり，ここでは省略する．詳しくは [RC26, §6]を見よ．また考える解析環と位相を制限すること
で，（Qp 上の）Berkovich空間の一般化である導来 Berkovich空間 (derived Berkovich space)を

*18 このことを「M は Z[f ]□ 完備である」ということがある．
*19 Huber対 (Huber pair)とも呼ばれる．
*20 より正確には AnSpecAは単に Aに対応する Aff = AnRingop の対象のことであり，Aff 上の（適切な位相に関
する）sheaf of animaとして analytic stackを定義する．

*21 solid D-stackと呼ぶこともある．
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定義することもできる．こちらについては [ABLB+25, 4.3]を見よ．

4.2 Serre双対
この節では凝縮数学を用いた Serre 双対の定式化のアイデアについて簡単に紹介する．基本的に
は (solid)準連接層に対する 6-functor formalismを構成し，それを用いて Serre双対を定式化す
る（エタールコホモロジー論における Poincaré双対の類似である）．そのためにまずは開埋め込
み j に対して，j∗ の左随伴関手 j! を構成する必要がある．ここでは例として次の開埋め込みを考
える：

j : AnSpecZ[T ]□ → AnSpec(Z[T ],Z)□

ただし解析環 A に対し，A を AnRingop の対象とみなしたものを AnSpecA と書いている．以
下では Z[T ]や Z[T ]，Z[T±1]といった離散環を condensed ring とみなす（つまり今までの記法
における下部線を省略する）．また T 進位相環 Z[[T ]] や T−1 進位相環 Z[[T−1]] なども同様に
condensed ringとみなす．さらに例 1.8のように Z((T−1)) = Z[[T−1]][T ]も condensed ringと
みなす．

定理 4.16. 関手 j∗ = Z[T ]□ ⊗L
(Z[T ],Z)□ − : D((Z[T ],Z)□)→ D(Z[T ]□)*22は左随伴関手

j! : D(Z[T ]□)→ D((Z[T ],Z)□); M 7→ fib(M → Z((T−1))⊗L
(Z[T ],Z)□ M)

∼= fib(Z[T ]→ Z((T−1)))⊗L
(Z[T ],Z)□ M

を持つ*23．また D((Z[T ],Z)□)から D(Z[T ]□)への関手の間の自然な同型

j∗(−) ∼= RHomZ[T ](fib(Z[T ]→ Z((T−1))),−)

が存在する．

証明. まず関手 j∗ : D((Z[T ],Z)□) → D(Z[T ]□) は忘却関手 j∗ : D(Z[T ]□) → D((Z[T ],Z)□) を
右随伴として持つ．関手 j∗は忠実充満であり，これの本質的像は，M ∈ D((Z[T ],Z)□)であって，

id− Tσ∗ : RHomZ[T ](N [T ],M)→ RHomZ[T ](N [T ],M) (4.1)

が同型になるもの全体である．ここでM は solid なので，N [T ] を N L□[T ] に取り替えて良い．
定理 2.16と注意 2.17より，N L□[T ] ∼= Z[[q]][T ]であり，id− Tσ∗ は 1− Tq 倍から誘導される．
ここで Z[[q]][T ] の 1 − Tq による (derived) 商は Z((T−1)) なので，(4.1) が同型という条件は，

*22 これまでの記法に合わせるならば，Lj∗ と書くべきである（残念ながら (Z[T ],Z)□ → Z[T ]□ は平坦ではない）．
しかしここでは Lは省略する

*23 fib(A → B)は fib(A → B) → A → B がファイバー列（fiber sequence，三角圏の理論では完全三角形に対応す
る）になるような対象である（無限圏の理論では関手的に定まる）．
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RHomZ[T ](Z((T−1)),M) = 0と同値である．さらには

Z((T−1))⊗L
(Z[T ],Z)□ Z((T−1))

∼= Z[[q1]][T ]/L(1− Tq1)⊗L
(Z[T ],Z)□ Z[[q2]][T ]/L(1− Tq2)

∼= Z[[q1, q2]][T ]/L(1− Tq1, 1− Tq2)

∼= Z((T−1))

となる（つまり Z((T−1))は idempotent (Z[T ],Z)□-algebraである）．以上のことから，形式的
な議論により，

j! : D(Z[T ]□)→ D((Z[T ],Z)□); M 7→ fib(M → Z((T−1))⊗L
(Z[T ],Z)□ M)

と関手 j! を定義すると，これが j∗ の左随伴になることがわかる．また j∗ の表記も形式的な議論
から従う．

注意 4.17. この構成の背後にある幾何学的直感を説明する．i : AnSpec(Z((T−1)),Z)□ →
AnSpec(Z[T ],Z)□ とおく．このとき，Z((T−1))が idempotent (Z[T ],Z)□-algebraであること
から，i は閉埋め込み*24と思える．さらには j∗ : D(Z[T ]□) → D((Z[T ],Z)□) の本質的像は，
M ∈ D((Z[T ],Z)□)であって RHomZ[T ](Z((T−1)),M) = 0となるもの全体である．つまり開埋
め込み j は iの complementである．するとM ∈ D((Z[T ],Z)□)に対し，次の fiber sequenceが
存在する（べきである）：

j!j
∗M →M → i∗i

∗M.

ここで i∗i
∗M ∼= Z((T−1))⊗L

(Z[T ],Z)□ M より，j!j
∗M ∼= fib(M → Z((T−1))⊗L

(Z[T ],Z)□ M)とな
る．このことから定理中の j! の定義が自然に出てくる．同様に

i∗i
!M →M → j∗j

∗M

（ただし i! は i∗ の右随伴関手）という fiber sequenceを考えると j∗ の表記も得られる．

注意 4.18. 形式的な議論で，j∗i∗ = 0が成立することがわかる．ここで自然な射∏
N

Z⊗L
Z□ Z[T ]→

∏
N

Z[T ] (4.2)

は単射であり，cokernelは Z((T−1))-moduleになる（つまり i∗ の本質的像に入る）ことがわか
る．これより (4.2)に j∗ を適用すると，同型

∏
N

Z⊗L
Z□ Z[T ]□ ∼=

∏
N

Z[T ]が得られる．

この例を参考にして，一般には開埋め込みを次のように定義する．

定義 4.19. 射 j : AnSpecB → AnSpecA が開埋め込みであるとは，j∗ が忠実充満かつその本
質的像がある idempotent animated A-algebra C を用いて RHomA(C,−)の消滅で特徴づけら
れることをいう．このとき j∗ は左随伴関手 j! を持ち，さらにこれは射影公式を満たす．つま

*24 実は，これが凝縮数学における閉埋め込みの定義である．
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りM ∈ D(A)と N ∈ D(B)に対し，自然な射 j!(N ⊗L
B j∗M) → j!N ⊗L

A M が同型になる．証
明は [CS26, Lecture V]，[RC26, 5.1, 5.2, Definition 6.3.2] を見よ．また j! = j∗ によって関手
j! : D(A)→ D(B)を定義する．

例 4.20. 射 j : AnSpec(Z[T±1],Z[T−1])□ → AnSpec(Z[T ],Z)□ は開埋め込みである．対応す
る idempotent Z[T ]□-algebraは Z[[T ]]である．

注意 4.21. 古典的なスキーム論においては，関手 Z[T±1]⊗L
Z[T ] − : D(Z[T ])→ D(Z[T±1])は極

限を保たないため，この関手の左随伴は存在しない．そこで圏を D(Z[T ]□)，D(Z[T±1]□)のよう
に，より大きな圏に取り替えることで，左随伴を構成できるようにしたのである．なお，このよ
うに圏を適切に取り替えることで，j∗ の左随伴を構成するというアイデア自体は古くから存在す
る．例えば [Har66]には，圏を ProDb

coh(Z[T ])，ProDb
coh(Z[T±1])に取り替えるという Deligne

のアイデアが登場する．[Sch26c, Lecture VIII]も見よ．

次に「固有射」とコンパクト化について説明する．

定義 4.22. 射 f : AnSpecB → AnSpecAがコホモロジー的に固有 (cohomologically proper)*25

であるとは，B の解析環構造が A の解析環構造から誘導されるものであることをいう．このと
き f! を忘却関手 f∗ : D(B)→ D(A)として定義する．この関手もまた射影公式を満たす．つまり
M ∈ D(A)と N ∈ D(B)に対し，自然な射M ⊗L

A f!N → f!(f
∗M ⊗L

B N)が同型になる．また
f ! : D(A)→ D(B); M 7→ RHomA(B,M)と定義する．これは f! の右随伴になる．

以上の準備のもとで，f : AnSpecZ[T ]□ → AnSpecZ□ に対し，f !，f∗ を計算し，この射が
Poincaré双対を満たす（つまり f はコホモロジー的に滑らか (cohomologically smooth)である）
ことを示そう．まず f は次のように分解される（f のコンパクト化）：

AnSpecZ[T ]□
j1−→ AnSpec(Z[T ],Z)□

g−→ AnSpecZ□.

ここで j!1，g! はすでに定義したので，これの合成として f ! が定義できる．

定理 4.23 (Poincaré 双対). D(Z□) から D(Z[T ]□) への関手の間の自然な同型 f !(−) ∼=
f∗(−)⊗L

Z[T ]□ Z[T ][1]が存在する．

証明. まず

f !(−) ∼= j!1g
!(−) ∼= RHomZ[T ](fib(Z[T ]→ Z((T−1))), RHomZ(Z[T ],−))

∼= RHomZ(fib(Z[T ]→ Z((T−1))),−)

という同型がある．また fib(Z[T ] → Z((T−1))) ∼= (

∞∏
i=1

ZT−i)[−1] であり，これは D(Z□) のコ

ンパクト対象である．よって f ! は余極限を保つ．また付録の系 A.32 より，f !Z ∼= Z[T ][1] もわ
かる．さて 6-functor formalismの一般論から，f∗(−)⊗L

Z[T ]□ f !Z→ f !(−)という自然変換が定

*25 「コホモロジー的に固有」の意味は文献によって微妙に異なるので注意せよ．
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まる（f! に対する射影公式 (projection formula)から定まる）．両辺ともに余極限を保つので，系
2.19より，f∗(

∏
N

Z) ⊗L
Z[T ]□ f !Z → f !(

∏
N

Z)が同型を示せば十分である．これは f ! が極限を保

つことと注意 4.18から従う．

この定理を貼り合わせることで，f : P1 → SpecZのような射（の solid化）に対しても Poincaré

双対を示すことができる．このことから古典的な Serre 双対も導出できる．詳しくは [Sch26b,

Lecture XI]を見よ．また analytic stackに対する 6-functor formalismについての詳細な説明は
[RC26, §6]を見よ．
最後に analytic stackに対する 6-functor formalismの応用をいくつか紹介する．

例 4.24. (1) [Mik26] にて，筆者は p 進体の Qp 係数の Galois cohomology（より正確には
Robba 環上の (ϕ,Γ) 加群のコホモロジー）に対する局所 Tate 双対を，analytic stack に
対する 6-functor formalismを用いて証明した．この証明では modpに還元せずに，Qp 係
数のまま局所 Tate双対を示すことができる．

(2) [ABLB+25]にて，p進幾何におけるさまざまなコホモロジー（de Rhamコホモロジーなど）
が対応する stack（de Rham stack など）上の準連接層のコホモロジーとして実現される
ことが示された．これにより，perfectoid空間の de Rhamコホモロジー（や Hyodo-Kato

コホモロジー）などが適切に考えられるようになった．これらは局所解析的な完備コホモ
ロジー (completed cohomology) の研究に応用されることが期待されている．これらの理
論の続きとして，Anschütz–Le Bras–Rodŕıguez Camargo–Scholzeによって，リジッド解
析空間に対する prismatizationについても研究されている．関連して，[Hau26]にて，リ
ジッド解析空間に対する syntomificationも研究されている．

付録 A 技術的な主張の証明
2章で述べた技術的な主張の証明を与える．参考文献は [RC26, Ked26]である．

A.1 Locally profinite setのコンパクト化
ここでは，のちの証明で必要になる locally profinite setのコンパクト化とその性質について紹介
する．一般に位相空間 S に対し，C(S,F2)で S 上 F2 に値をもつ連続関数のなす Bool環（全て
の元が冪等 (idempotent)な環）を表す．次の結果は profinite setの理論において基本的である．

命題 A.1 (Stone双対). Profinite setのなす圏 Prof と，Bool環のなす圏 Boolの間に，次の反
変圏同値が存在する：

Prof → Bool; S 7→ C(S,F2), Bool→ Prof; A 7→ SpecA.

これらは互いが互いの準逆になっている．また Bool 環 A に対し，SpecA が light profinite set

になることは Aが高々可算であることと同値である．

補題と定義 A.2. U を locally profinite setとして，βU = SpecC(U,F2)と定義する．このとき
自然な開埋め込み U ↪→ βU が存在する．これにより U を βU の開集合とみなす．また U は βU
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において稠密である．

証明. まず u ∈ U に対して，極大イデアル mu ⊂ C(U,F2)が evu : C(U,F2)→ F2; f 7→ f(u)に
よる (0) ⊂ F2 の逆像として定まる．これにより単射写像 i : U → βU = SpecC(U,F2); u 7→ mu

を得る．さて Cc(U,F2) を U から F2 へのコンパクト台を持つ連続関数全体のなす集合とする．
これは C(U,F2)のイデアルになる，これが定める βU = SpecC(U,F2)の閉集合を Z とおく．
f ∈ Cc(U,F2)に対して，f の台 (support)を考えることで，Cc(U,F2)の元は U のコンパクト

開集合と一対一に対応することがわかる．U のコンパクト開集合 V に対応する Cc(U,F2)の元を
1V とおく．このとき基本開集合 D(1V )は SpecC(U,F2)[1/1V ] ∼= SpecC(V,F2)と表せる．ま
た命題 A.1より，i : U → SpecC(U,F2)は同相 V

∼−→ D(1V )を誘導する．以上より，U のコン
パクト開集合全体で V を動かすことで，i : U ↪→ SpecC(U,F2)は SpecC(U,F2) \ Z への同相を
与えることがわかる．
最後に稠密性を示す．f ∈ C(U,F2) \ {0}をとる．i(U) ∩D(f) 6= ∅を示せば良い．まず f の

台は空でない U の開集合である．よってこれに含まれる U の空でないコンパクト開集合 V が存
在する．このとき D(1V ) ⊂ D(f)となる．また i(U) ∩D(1V ) = i(V )は空ではない．これで示
された．

注意 A.3. U = Z1 q Z2 と分解しているとき，βU = βZ1 q βZ2 となる．

補題 A.4. βU は次の意味で U の普遍的なコンパクト化である：任意の profinite set S と連続写
像 U → S に対して，これは βU → S に一意的に伸びる．

証明. U → S より C(S,F2) → C(U,F2) が誘導される．これの Spec をとり，βU =

SpecC(U,F2) → SpecC(S,F2) ∼= S を得る．これは U → S の延長になっている．一意性は
U ⊂ βU の稠密性より良い．

注意 A.5. 実はより強く βU は U の Stone-Cěchコンパクト化になっているが，ここでは必要な
いので省略する．

補題 A.6. S を profinite set，U を S の開集合とする．また profinite set T から U への固有連
続写像（つまりコンパクト部分空間の逆像がコンパクトになる）をとる．また f : β(T ) → S を
T ↠ U の延長とする．このとき S \ U の逆像は βT \ T，U の逆像は T となる．

証明. f(T ) ⊂ U より，f(βT \T ) ⊂ S \U を示せば良い．まず S ∼= SpecC(S,F2)のもと，U に台
を持つ関数のなすイデアルCU (S,F2)が閉集合 S\U と対応する．またC(S,F2)→ C(U,F2)によ
る CU (S,F2)の像は Cc(U,F2)に含まれる．ここで T → U は固有なので，C(U,F2)→ C(T,F2)

による Cc(U,F2)の像はイデアル Cc(T,F2)に入る．このイデアルが定める閉集合が β(T ) \ T な
ので示された．

補題 A.7. U を locally profinite set，S を profinite set とする．S = lim←−
i∈I

Si と有限集合 Si の

cofiltered limit で表し，自然な射影 S → Si を qi とおく．また f1, f2 : U → S を連続写像とし
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て，これらを f1, f2 : βU → S に延長する．このとき f1 と f2 が βU \U 上一致するための必要十
分条件は，任意の iに対して qi ◦ f1 と qi ◦ f2 が U のあるコンパクト開集合の外側で一致するこ
とである．

証明. f1 と f2 が βU \ U 上一致することは，任意の i ∈ I に対し，qi ◦ f1 と qi ◦ f2 が βU \ U 上
一致することと同値である．これより，S を Si に取り替えて，S は有限集合であるとして良い．
さて，f1 と f2 が U のあるコンパクト開集合の外側で一致することは，任意の s ∈ S に対して
f−1
1 (s)と f−1

2 (s)の対称差集合がコンパクト開集合になることとで同値である．これは，f1，f2

がそれぞれ誘導する射 C(S,F2)→ C(U,F2)が Cc(U,F2)を法として一致することと同値である．
つまり，f1 と f2 が βU \ U 上一致することと同値である．

定義 A.8. Light locally profinite setとは第二可算的な locally profinite setのこととする．

補題 A.9. U を light locally profinite set とする．このとき light profinite set S と，開埋め込
み U → S が存在する．

証明. まず Cc(U,F2) は高々可算集合である．よってこれが生成する C(U,F2) の部分代数 A も
高々可算になる．よって SpecAは light profinite setになる．あとは補題 A.2と同様にして，開
埋め込み U → SpecAが構成できる．

A.2 Light locally profinite setに付随する condensed abelian group

補題 A.10. S を light profinite set，D を S の閉集合とする．このとき自然な射 Z[D] → Z[S]

は単射である．以降これにより，Z[D] ⊂ Z[S]とみなす．

証明. 定義 2.1に表れる前層の間の射

(T 7→ Z⊕D(T ))→ (T 7→ Z⊕S(T ))

は単射である．これの層化が Z[D]→ Z[S]なので示された．

補題 A.11. f : S → S′ を light profinite setの間の全射連続写像とする．また開集合 U ⊂ S′ で
あって f−1(U) → U が同相になるものを考える．D = S \ f−1(U)，D′ = S′ \ U とおく．この
とき自然な射 Z[S]/Z[D]→ Z[S′]/Z[D′]は同型である．

証明. 自然な図式
Z[D] //

��

Z[S]

��

Z[D′] // Z[S′].

が Cond(Ab) における押し出し (pushout square) になることを示せば良い．これは，任意の
condensed abelian group M に対し，次の図式が集合の圏 Setにおける引き戻し (pullback)にな
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ることと同値である：
M(D) M(S)oo

M(D′)

OO

M(S′)oo

OO

f ∈ M(S) と g ∈ M(D′) であって f |D = g|D を満たすものを考える．これらが M(S′) の
元に一意的に持ち上がることを示せば良い．まず D → D′，S → S′ が全射であることから，
M(D′)→ M(D)，M(S′)→ M(S)は単射である．よって f ∈ M(S)がM(S′)の元に持ち上が
ることを示せば十分である．Condensed abelian groupの定義より，

M(S′) ∼= Eq(M(S) ⇒ M(S ×S′ S))

である．pi : S ×S′ S → S を i番目の射影とする (i = 1, 2)．また∆: S → S ×S′ S を対角射とす
る．このとき仮定より，∆(S), D ×D′ D ⊂ S ×S′ S は S ×S′ S の閉被覆になる．p∗1(f)と p∗2(f)

は ∆(S)上で一致する．f |D = g|D となる g ∈ M(D′)の存在から，p∗1(f)と p∗2(f)は D ×D′ D

上でも一致する．よって p∗1(f) = p∗2(f) である．以上で f ∈ M(S) がM(S′) の元に持ち上がる
ことが示された．

この章の証明では，lightとは限らない profinite setを考える方が便利である．そこで次を導入
する．

定義 A.12. S を profinite setとする．ΛS で S から light profinite setへの連続写像のなす圏を
表す．ただし S

f1−→ T1 から S
f2−→ T2 への射は連続写像 g : T1 → T2 であって g ◦ f1 = f2 を満た

すものと定義する．そして Z[S] = lim←−
(S→T )∈ΛS

Z[T ]と定義する．この構成は S について関手的で

ある．

注意 A.13. S が light profinite set の場合は ΛS は終対象 S
id−→ S を持つ．よって Z[S]はすで

に定義したものと一致する．

注意 A.14. Profinite set S が light profinite setの ω1-cofiltered limit S ∼= lim←−
i∈I

Si として表され

るとき，Z[S] ∼= lim←−
i∈I

Z[Si]である．

補題 A.15. f : S → S′ を profinite set S から light profinite set S′ への全射連続写像と
する．また開集合 U ⊂ S′ であって f−1(U) → U が同相になるものを考える．自然な射
Z[S]/Z[D]→ Z[S′]/Z[D′]は同型である．

証明. Profinite set S を S′ 上の light profinite set の ω1-cofiltered limit S ∼= lim←−
i∈I

Si として表

す．ただし推移写像 Sj → Si は全射であるとする．ここで Di = (Si → S′)−1(D′) ⊂ Si とす
る．すると D ∼= lim←−

i∈I

Di である．よって Z[S]/Z[D] ∼= lim←−
i∈I

Z[Si]/Z[Di] である．一方で Si → S′

と D′ ⊂ S′ は補題 A.11 の条件を満たすので，Z[Si]/Z[Di] ∼= Z[S′]/Z[D′] である．以上より
Z[S]/Z[D] ∼= Z[S′]/Z[D′]を得る．
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系 A.16. S を light profinite set, U を S の開集合として，D = S \ U とおく．このとき，自然
な射 f : βU → S は同型 Z[βU ]/Z[βU \ U ]

∼−→ Z[S]/Z[D]を誘導する．

証明. まず補題 A.6より f−1(U)→ U は同相である．よって補題 A.15より良い．

定義 A.17. Light locally profinite set U に対して，Z[U ] = Z[βU ]/Z[βU \U ]と定義する．この
構成は，補題A.6より，次の意味で関手的である：f : U → V を light locally profinite setの間の固
有連続写像としたとき，f : βU → βV は Z[U ] = Z[βU ]/Z[βU \U ]→ Z[V ] = Z[βV ]/Z[βV \ V ]

を誘導する．

例 A.18. (1) U が light profinite setのとき，βU = U である．よって上で定義した Z[U ]は
すでに定義したものと一致する．

(2) 系 A.16より，N = Z[N∞]/Z[{∞}] ∼= Z[N]となることがわかる（Nは離散集合とみなす）．

補題 A.19. U，V を light locally profinite set とする．このとき自然な同型 Z[U ] ⊗ Z[V ] ∼=
Z[U × V ]が存在する．

証明. U，V ともに light profinite setのときは良い．V が light profinite setとする．補題 A.9

を用いて，light profinite set S と開埋め込み U → S をとる．これにより U ⊂ S とみなし，
D = S \ U とおく．このとき系 A.16より，Z[U ] ∼= Z[S]/Z[D]となる．すると

Z[U ]⊗ Z[V ] ∼= (Z[S]/Z[D])⊗ Z[V ] ∼= (Z[S]⊗ Z[V ])/(Z[D]⊗ Z[V ])

∼= Z[S × V ]/Z[D × V ]

∼= Z[U × V ]

となる．U，V がともに light profinite setでない場合も同様に証明できる．

補題 A.20. S を light profinite set，D を S の閉集合とする．このとき D ⊂ S のレトラクショ
ン S → D が存在する*26．

証明. S = lim←−
n∈N

Sn と有限集合 Sn の極限として S を表す．ただし推移写像 Sn+1 → Sn は全射

であるとする．また Dn を S → Sn による D の像とする．このとき D = lim←−
n

Dn である．さて

g0 : S0 → D0 を D0 ⊂ S0 のレトラクションとする．すると S1 → S0
g0−→ D0 は D1 ⊂ S1 の

レトラクション g1 : S1 → D1 に持ち上がる．以下この議論を繰り返し，Dn ⊂ Sn のレトラク
ション gn : Sn → Dn であって gn−1 と整合的なものを得る．そして g = lim←−

n

gn : lim←−
n

Sn = S →

lim←−
n

Dn = D とおけば，これが D ⊂ S のレトラクションになる．

補題 A.21. U を light profinite setとする．このとき Z[U ]は平坦な condensed abelian group

である．

証明. 補題 A.9を用いて，light profinite set S と開埋め込み U → S をとる．これにより U ⊂ S

*26 この命題は S が単なる profinite setの場合は成立するとは限らない
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とみなし，D = S \ U とおく．このとき系 A.16 より，Z[U ] ∼= Z[S]/Z[D] となる．ここで補題
A.20 より単射 D → S はレトラクションを持つので，Z[U ] は Z[S] の直和因子になる．よって
Z[S]が平坦を言えば良いが，Z[S]は平坦な前層の層化なので良い．

A.3 補題 2.4の証明
定理 A.22 ([Ked26, Proposition 5.4.8]). 関手 Cond(Ab)→ Cond(Ab); M 7→ Hom(N ,M)は
完全である．

証明. L → M を condensed abelian group の全射とする．Hom(N , L) → Hom(N ,M) が全射
であることを示せば良い．S を light profinite set として，f ∈ Hom(N ,M)(S) をとる．f は
N ⊗ Z[S]→ M と対応する．この射も f と書くことにする．示すべきは light profinite setの全
射 T → S と射 g : N ⊗ Z[T ]→ Lであって，次の図式を可換にするものが存在することである：

N ⊗ Z[T ]
g

//

��

L

��

N ⊗ Z[S]
f

// M.

さてN ⊗ Z[S] ∼= Z[N∞ × S]/Z[{∞}× S]である．L→M は全射なので，light profinite setの
全射 S′ → N∞ × S であって，

Z[S′]→ Z[N∞ × S] ↠ Z[N× S] ∼= Z[N∞ × S]/Z[{∞} × S]
f−→M (A.1)

が h : Z[S′]→ Lに持ち上がるようなものが存在する．D′ を射 S′ → N∞×S による {∞}×S の
逆像とする．補題 A.20より，D′ ⊂ S′ のレトラクション S′ → D′ が取れる．r : S′ → D′ ⊂ S′

とおく．また h ◦ r : Z[S′]
r−→ Z[S′]→ Lとおく．このとき h− h ◦ r も (A.1)の持ち上げである．

よって h を h − h ◦ r に取り替えて，Z[D′] 上では 0 であるとして良い．特に h : Z[S′ \ D′] =

Z[S′]/Z[D′]→ Lを得る．
n ∈ Nに対し，S′

nを S′ → N∞×S による {n}×S の逆像とする．これは {n}×S ∼= S により，
S 上の light profinite setとなる．T を S′

n たちの S 上のファイバー積（T = S′
0 ×S S′

1 ×S · · ·）
とする．これも light profinite set である．構造射 T → S を q と書く．また n ∈ N に対し，
qn : T → S′

n ⊂ S′ とおく．すると N × T → S′; (n, t) 7→ qn(t) という連続写像が定まる．
これの像は S′ \ D′ である．また誘導される連続写像 N × T → S′ \ D′ は固有である．実際
S′ \D′ =

∐
n

S′
n であり，S′

n の逆像 {n} × T はコンパクトである．これより射

g : Z[N× T ]→ Z[S′ \D′]
h−→ L

を得る．すると構成より次の図式は可換である：

Z[N× T ]
g

//

��

L

��

Z[N× S]
f

// M.
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さらに縦の射 Z[N× T ]→ Z[N× S]は idN × q から誘導されている．以上で示された．

A.4 定理 2.16の証明
4 章と同様に，離散集合は断らない限り condensed set とみなすことにする．例えば Z で
condensed abelian group Zを表す．また R（ここで Rには Euclid位相を入れる）のことも単に
Rと書く．
まず位数無限の light profinite set S に対し，Z[S]L ∼= N□ を示す．

記号 A.23. S，T を light locally profinite set，U ⊂ S を開かつ閉集合とする．また固有連続写
像 f : S \U → T をとる．このとき射 Z[S] = Z[S \U ]⊕Z[U ]→ Z[T ]を Z[S \U ]上では f から
誘導される射，Z[U ]上では 0として定義する．こうして定まる射 Z[S]→ Z[T ]も f と書く．

定理 A.24. 位数無限の light profinite set S に対し，（非標準的な）同型 Z[S]L ∼= N□ が存在
する．

証明. 最初に証明に必要な記号の準備をする．S = lim←−
n∈N

Sn と有限集合の極限で表す．ただし推移

写像 Sn+1 → Sn は全射とする．自然な射影 S ↠ Sn を qn とおく．まず i0 : S0 → S を q0 の切
断 (section)（つまり q0 ◦ i0 が恒等写像になる）とする．次に q1 の切断 i1 : S1 → S を図式

S0

i0
��

i0 // S
q1 // S1

i1
wwooo

ooo
ooo

ooo
ooo

S

が可換になるようにとる．以下これを繰り返し，qn の切断 in : Sn → S を定める．そして
Tn = Sn \ qn ◦ in−1(Sn−1)と定める（T0 = S0 とする）．また T =

⋃
n

in(Sn)とする．位相は離

散位相を考える．このとき T ∼= T0 q T1 q · · · となる．さて同型 T ∼= Nを固定し，m ∈ Nに対応
する T の元を tm と書く．また σ : T → T ; tm 7→ tm+1 とおく．
以上の準備のもと，まずは射 g : Z[T ]→ Z[S]を構成する．まず ϕ1 : T → S を包含から誘導さ
れる射とする．また ϕ2 : T \ T0 → S を，t ∈ Tn（ただし n ≥ 1）に対し ϕ2(t) = in−1qn−1(t)に
よって定義する．このとき ϕ1 は ϕ1 : βT → S を，ϕ2 は ϕ2 : β(T \ T0) = (βT ) \ T0 → S を誘導
する．ここで補題 A.7より，これらは βT \ T 上では一致する．よって

ϕ1 − ϕ2 : Z[βT ]/Z[βT \ T ] = Z[T ]→ Z[S]

という射を得る．こうして定まった射 ϕ1 − ϕ2 を g : Z[T ]→ Z[S]と書く．
では次に gの solid化 gL□ : Z[T ]L → Z[S]L が同型になることを示す．次の主張を考える：可換
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図式
Z[T ]⊗ Z[T ]

G◦(id⊗g)
//

(id−σ)⊗id

��

id⊗g

wwooo
ooo

ooo
oo

Z[T ]

yy
yy
yy
yy

yy
yy
yy
yy

Z[T ]⊗ Z[S]
G //

(id−σ)⊗id

��

Z[T ]

g

��

Z[T ]⊗ Z[T ]
F ′

//

id⊗g

wwooo
ooo

ooo
oo

Z[T ]

g
||yy
yy
yy
yy

Z[T ]⊗ Z[S]
F

// Z[S]

が存在する．さらに F : Z[T ] ⊗ Z[S] → Z[S]，F ′ : Z[T ] ⊗ Z[T ] → Z[T ] は，それぞれ切断
i : Z[T ]→ Z[T ]⊗ Z[S]，i′ : Z[T ]→ Z[T ]⊗ Z[T ]を持ち，次の図式が可換になる：

Z[T ]⊗ Z[T ]

id⊗g

��

Z[T ]
i′oo

g

��

Z[T ]⊗ Z[S] Z[S].
i

oo

一旦この主張を認める．ソリッド化の定義から，任意の condensed abelian group M に対し
て，(id− σ)⊗ id : Z[T ]⊗M → Z[T ]⊗M から誘導される ((id− σ)⊗ id)L□ : (Z[T ]⊗M)L□ →
(Z[T ]⊗M)L□ は同型になる．このことに注意して，主張の二つの図式の solid化をとって図式追
跡をすることで，

gL□ : Z[T ]L□ → Z[S]L□

が同型であることがわかる．より正確には，合成

Z[S]L□ iL□−−→ (Z[T ]⊗ Z[S])L□
((id−σ)⊗id)L□←−−−−−−−−−

∼
(Z[T ]⊗ Z[S])L□ GL□

−−−→ Z[T ]L□

が gL□ の逆射を与えることが図式追跡で証明できる．
では主張の証明に入る．構成すべきは F, F ′, G, i, i′ の 5つの射である．まず

F : Z[T ]× Z[S] = Z[T × S]→ Z[S]

から構成する．まず自然な射影
T × S → S; (t, s) 7→ s

を延長して
F1 : β(T × S)→ S

を定める．次に連続写像

(T \ {t0})× S → S; (tm, s) 7→ im−1qm−1(s)
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を延長して
F2 : β(T × S) \ ({t0} × S) ∼= β((T \ {t0})× S)→ S

を定める．補題 A.7より，これらは β(T × S) \ (T × S)上一致する．よって

F = F1 − F2 : Z[T × S] = Z[β(T × S)]/Z[β(T × S) \ (T × S)]→ Z[S]

が定まる．
次に iを，固有連続写像 S → T × S; s 7→ (t0, s) が誘導する射 Z[S] → Z[T × S]として定め

る．これは F の切断になる．
次に

G : Z[T × S]→ Z[T ]

を構成する．まず Z = {(tm, s) ∈ T × S | qm(s) /∈ Tm} ⊂ T × S と定義する．これは T × S の
開かつ閉集合になる．そして

G : (T × S) \ Z → T ; (tm, s) 7→ imqm(s)

と定義すると，これは固有連続連続写像になるので，射

G : Z[T × S]→ Z[T ]

が定まる．
次に

F ′ : Z[T × T ]→ Z[T ]

を構成する．Z ′ = {(tm, t) ∈ T × T | t ∈ Tn かつ n < m} ⊂ T × T と定義する．これは開かつ閉
集合である（T × T の位相は離散位相である）．そして

F ′ : (T × T ) \ Z ′ → T ; (tm, t) 7→ t

と定義すると，これは固有連続連続写像になるので，射

F ′ : Z[T × T ]→ Z[T ]

が定まる．
最後に i′ を固有連続写像 T 7→ T × T ; t 7→ (t0, t)が誘導する射 Z[T ] → Z[T × T ]として定め
る．これは F ′ の切断になる．
あとは図式の可換性を証明すれば良い．これは構成から直接確認できる．例として次の図式の
可換性のみ証明する：

Z[T × S]
G //

(id−σ)⊗id

��

Z[T ]

g

��

Z[T × S]
F

// Z[S].
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Z[β(T × S)] ↠ Z[T × S]を合成して考える．連続写像 T × S → S; (tm, s) 7→ imqm(s)の延長を
F3 : β(T × S)→ S と書く．このとき

Z[β(T × S)] ↠ Z[T × S]
(id−σ)⊗id−−−−−−−→ Z[T × S]

F−→ Z[S]

は F3 − F2 と一致する．次に連続写像

(T × S) \ Z → S; (s, tm) 7→ imqm(s)

の延長を
G1 : β(T × S) \ β(Z)→ S

と書く．また連続写像

(T × S) \ (({t0} × S) ∪ Z)→ S; (s, tm) 7→ im−1qm−1(s)

の延長を
G2 : β(T × S) \ β(({t0} × S) ∪ Z)→ S

と書く．このとき
Z[β(T × S)] ↠ Z[T × S]

G−→ Z[T ]
g−→ Z[S]

は G1 −G2 と一致する．さて

β(T × S) = (β(T × S) \ β(({t0} × S) ∪ Z))q β(Z \ ({t0} × S))q β(({t0} × S) \ Z)

と分解する（({t0} × S)∩Z = ∅に注意せよ）．β(T × S) \ β(({t0} × S)∪Z)上では，F3 = G1，
F2 = G2 となる．また β(Z \ {t0} × S)上では，F3 = F2 であり，G1，G2 は定義されていない．
また β(({t0} × S) \ Z) 上では，F3 = G1 であり，F2，G2 は定義されていない．以上より，射
Z[β(T × S)]→ Z[S]として F3 − F2 = G1 −G2 が示された．

次に N L□ の計算を行う．

定義 A.25. Condensed abelian group

bdd∏
N

Zを
∏
N

Zの部分群
⋃
n∈N

∏
N

(Z∩ [−n, n])と定義する．

ここで，もちろん
∏
N

(Z ∩ [−n, n]) ⊂
∏
N

Zは部分群ではないが，
⋃
n∈N

をとることで加法について

閉じるようになることに注意せよ．

同様に Condensed R-module

bdd∏
N

Rを
∏
N

Rの R-submodule
⋃
n∈N

∏
N

(R∩ [−n, n])と定義する．

命題 A.26. en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ∈
∏
N

(Z ∩ [−1, 1]) ⊂
bdd∏
N

Z を第 n 成分のみ 1 になる元

とする．このとき e0, e1, . . . , 0 は
∏
N

(Z ∩ [−1, 1]) における収束数列を定めるので，対応して
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N∞ →
∏
N

(Z ∩ [−1, 1]) ⊂
bdd∏
N

Zを得る．これは {∞} ⊂ N∞ では 0なので，g : N →
bdd∏
N

Zを得

る．このとき，g の solid化

gL□ : N L□ →

(
bdd∏
N

Z

)L□

は同型である．

証明. 定理 A.24と同様に，次の主張を示せば良い：可換図式

N ⊗N
G◦(id⊗g)

//

(id−σ)⊗id

��

id⊗g

{{vv
vv
vv
vv
v

N

��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
�

N ⊗
bdd∏
N

Z G //

(id−σ)⊗id

��

N

g

��

N ⊗N F ′
//

id⊗g

{{vv
vv
vv
vv
v

N

g
����
��
��
��

N ⊗
bdd∏
N

Z
F

//

bdd∏
N

Z

が存在する．さらに F : N ⊗
bdd∏
N

Z →
bdd∏
N

Z，F ′ : N ⊗ N → N は，それぞれ切断 (section)

i :

bdd∏
N

Z→ N ⊗
bdd∏
N

Z，i′ : N → N ⊗N（つまり F ◦ i，F ′ ◦ i′ が恒等写像になる）を持ち，次の

図式が可換になる：
N ⊗N

id⊗g

��

Ni′oo

g

��

N ⊗
bdd∏
N

Z
bdd∏
N

Z.
i

oo

構成すべきは F, F ′, G, i, i′ の 5つの射である．まず

F : N ⊗
bdd∏
N

Z→
bdd∏
N

Z

から構成する．非負整数 nと数列 (ar)r に対して，πn((ar)r) = (0, . . . , 0, an, an+1, . . .)と定める
（つまり第 n− 1成分までを 0に置き換える）．また π∞((ar)r) = 0とする．すると，非負整数m

に対し，位相空間の連続写像

N∞ ×
∏
N

(Z ∩ [−m,m])→
∏
N

(Z ∩ [−m,m]); (n, (ar)r) 7→ πn((ar))

28



が定まる．対応する condensed set の射を考えて，mについての合併をとることで，condensed

setの射

N∞ ×
bdd∏
N

Z→
bdd∏
N

Z

を得る．構成からこれは

N∞ → HomZ(

bdd∏
N

Z,
bdd∏
N

Z)

を定める（HomZ(−,−)は condensed abelian groupとしての内部 Homを指す）．また構成より，
この射は {∞}では 0になる．これより，

N = Z[N∞]/Z[{∞}]→ HomZ(

bdd∏
N

Z,
bdd∏
N

Z)

を得る．ここから定まる射

F : N ⊗
bdd∏
N

Z→
bdd∏
N

Z

を F とする．
次に iを {0} → Nから誘導される自然な射

i :

bdd∏
N

Z ∼= Z[{0}]⊗
bdd∏
N

Z→ Z[N]⊗
bdd∏
N

Z = N ⊗
bdd∏
N

Z

として定義する．これは F の切断になる．

次にG : N ⊗
bdd∏
N

Z→ N を定義する．非負整数mをとる．このとき light locally profinite set

の間の固有連続写像

N×
∏
N

(Z ∩ [−m,m])→ N× (Z ∩ [−m,m]); (n, (ar)r) 7→ (n, an)

を考える．これより，

Z[N]⊗ Z

[∏
N

(Z ∩ [−m,m])

]
→ Z[N]⊗ Z[Z ∩ [−m,m]]

という射を得る．これに condensed setの自然な射

∏
N

(Z ∩ [−m,m])→ Z

[∏
N

(Z ∩ [−m,m])

]

と −×− → −⊗−を合成して，

N ×
∏
N

(Z ∩ [−m,m])→ N ⊗ Z[Z ∩ [−m,m]]
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を得る．さらに包含 Z ∩ [−m,m] ↪→ Zから condensed abelian groupの射 Z[Z ∩ [−m,m]]→ Z
を得る．これをさらに合成して，condensed setの射

N ×
∏
N

(Z ∩ [−m,m])→ N

を得る．こうしてできた condensed setの射をmについての合併をとることで，

N ×
bdd∏
N

Z→ N

を得る．構成より，この射は双線型になるので，

G : N ⊗
bdd∏
N

Z→ N

が得られる．これを Gと定義する．
次に F ′ を定義する．Light profinite setの連続写像

N∞ × N∞ → N∞; (n,m) 7→

{
m, n ≤ mの場合（m = n =∞の場合もここに含める）
∞, その他

を考える．この射による ({∞}×N∞)∪ (N∞×{∞})の像は {∞} ⊂ N∞ となるので，condensed

abelian groupの射
F ′ : N ⊗N → N

が誘導される．これを F ′ とおく．
最後に i′ を，light locally profinite set の間の固有射 N → N × N; m 7→ (0,m) が誘導する

condensed abelian groupの射
i′ : N → N ×N

と定義する．これは F ′ の切断になる．
このようにして作った射によってできる図式が可換になることを証明する．示すべきは次の三

つの図式が可換になることである：

N ⊗N F ′
//

id⊗g

��

N

g

��

N ⊗
bdd∏
N

Z G //

(id−σ)⊗id

��

N

g

��

N ⊗N
id⊗g

//

(id−σ)⊗id

��

N ⊗
bdd∏
N

Z

G

��

N ⊗
bdd∏
N

Z
F

//

bdd∏
N

Z, N ⊗
bdd∏
N

Z
F

//

bdd∏
N

Z, N ⊗N
F ′

// N .

構成から直接示すこともできるが，ここでは別のやり方で証明する．まず一つ目から考える．二

つの射 g ◦F ′, F ◦ (id⊗ g) : N ⊗N →
bdd∏
N

Zが一致することを見れば良い．全射 Z[N∞×N∞]→
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N ⊗N と単射
bdd∏
N

Z →
∏
N

Zによって，始域を Z[N∞ × N∞]に，終域を
∏
N

Zに取り替えて良

い．すると Z[N∞ × N∞]の普遍性より，condensed setの二つの射

N∞ × N∞ →
∏
N

Z

が一致することを示すことに帰着される．ここで
∏
N

Z は Hausdorff 位相空間から定まる con-

densed setなので，始域を N× Nを取り替えて良い．以上の帰着のもと，一つ目の図式の可換性
は容易に従う．
二つ目も同様の帰着を行う．ここでは随伴によって対応する射

N∞ → Z[N∞] ↠ N → HomZ(

bdd∏
N

Z,
∏
N

Z)

を考える．すると，単射

HomZ(

bdd∏
N

Z,
∏
N

Z)→ HomCond(Set)(

bdd∏
N

Z,
∏
N

Z) ∼= lim←−
m

HomCond(Set)(
∏
N

(Z ∩ [−m,m]),
∏
N

Z)

が存在し，例 1.9より終域 lim←−
m

HomCond(Set)(
∏
N

(Z∩ [−m,m]),
∏
N

Z)は第一可算的 Hausdorff空

間に付随する condensed setである．よって，やはり N∞ を Nに取り替えて良い．以上の帰着の
もと，二つ目の図式の可換性も容易に従う．

次の命題 A.27 より g : N →
bdd∏
N

Z が単射になる．このことから三つ目の図式の可換性も従

う*27．

命題 A.27. S を light profinite setとして，S = lim←−
i∈N

Si と有限集合の極限で表す．ただし推移写

像 Si+1 → Si は全射とする．このとき自然な射 Z[S] → lim←−
i

Z[Si] は単射である．特に S = N∞

とすると，Z[N∞]→ lim←−
i

Z[{0, 1, . . . , i,∞}]は単射であり，両辺を Z[{∞}]で割ることで，自然な

射 N → lim←−
i

(Z[{0, 1, . . . , i,∞}]/Z[{∞}]) ∼=
∏
N

Zも単射であることが分かる．

証明. Z[S] は前層 T 7→ Z⊕S(T ) の層化である．さて f = n1[f1] + · · · + nr[fr] ∈ Z⊕S(T )（た
だし ni ∈ Z \ {0}，f1, . . . , fr ∈ S(T ) は相異なる）であって，これらの lim←−

i

Z[Si](T ) での像

が 0 になるものをとる．このとき T の被覆 {Tm → T}m であって f の Z⊕S(Tm) への制限
が 0 になるものが存在することを r についての帰納法で示す．まず 1 ≤ i < j ≤ r に対し，
Tij = {t ∈ T | fi(t) = fj(t)} ⊂ T と定義する．これは T の閉集合である．このとき

⋃
i,j

Tij = T

となることを示そう．t /∈
⋃
i,j

Tij が存在したとする．このとき f(t) = n1[f1(t)] + . . . + nr[fr(t)]

*27 命題 A.27を使わずに，構成から直接確かめることもできるが，ここでは省略する．
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の lim←−
i

Z[Si]での像は 0である．ここで仮定より f1(t), . . . , fr(t) ∈ S は相異なる．よって十分大
きい iに対し，これらの Si での像も相異なる．ここで n1[f1(t)] + . . . + nr[fr(t)]の Z[Si]での像
は 0なので，n1 = · · · = nr = 0を得る．これは矛盾である．以上より，

⋃
i,j

Tij = T を得る．あ

とは T を Ti,j に取り替えて fi = fj とし，その部分を一つにまとめることで，帰納法の仮定を使
うことができる．

注意 A.28. lim←−
i

Z[Si]の condensed abelian subgroupとして Z[S]の具体的表記を与えることも
できる．[Sch26a, Proposition 2.1]を見よ．

補題 A.29. Condensed setの射

[−1, 1]× Z→ R; (a, n) 7→ a + n

は全射である．

証明. Light profinite set S と連続写像 g : S → Rをとる．これが [−1, 1]× Zに持ち上がること
を示せば良い．S の開被覆 {g−1((k− 1, k + 1))}k∈Z の開かつ閉集合による細分を取り，それを用
いて局所定数関数 h : S → Zを定めれば，g−h : S → Rは [−1, 1] ⊂ Rを経由するので良い．

命題 A.30. 自然な射
bdd∏
N

Z→
∏
N

Zは同型

(
bdd∏
N

Z

)L□
∼−→
∏
N

Z

を誘導する．

証明. まず命題 2.12 と solid module の直積が再び solid になる（定理 2.9）ことより，
∏
N

Z は

solidである．よって
bdd∏
N

Z→
∏
N

Zの余核を C としたとき，CL□ = 0を示せば良い．ここで C ′

を
bdd∏
N

R→
∏
N

Rの余核とする．このとき次の完全列がある：

0 //

bdd∏
N

Z //

��

∏
N

Z //

��

C //

��

0

0 //

bdd∏
N

R //
∏
N

R // C ′ // 0

ここで
∏
N

Z →
∏
N

R は単射である．また補題 A.29 より，Coker(

bdd∏
N

Z →
bdd∏
N

R) →
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Coker(
∏
N

Z →
∏
N

R) は同型である．以上より C ∼= C ′ を得る．ここで C ′ は (condensed)

R-moduleゆえ，C もそうである．よって命題 2.15より，CL□ = 0となる．

以上二つの命題より直ちに次を得る．

系 A.31. 自然な同型 N L□ ∼=
∏
N

Zが存在する．

さらに次を得る．

系 A.32. 自然な写像⊕
N

Z→ RHom(
∏
N

Z,Z),
∏
N

Z→ RHom(RHom(
∏
N

Z,Z),Z)

は同型である．同様のことが RHomを Homに取り替えても成立する．

証明.
⊕
N

Z→ RHom(
∏
N

Z,Z)が同型であることを示せば十分である*28．系 A.31，定理 A.22，

命題 2.12の証明より，

RHom(
∏
N

Z,Z) ∼= RHom(N L□,Z)

∼= RHom(N ,Z)

∼=
⊕
N

Z

となる．この同型が，自然に定まる
⊕
N

Z → RHom(
∏
N

Z,Z) と一致することも容易にわか

る．

定理 A.33. S = lim←−
n∈N

Sn を light profinite setとする（各 Sn は有限集合）．このとき，Z[S]L□ ∈

Solid（つまり 0次以外のコホモロジーは 0になる）であり，さらに自然な射 Z[S]L□ → lim←−
n

Z[Sn]

は同型になる．

証明. S の位数が有限のときは良い．そうでないとき，非標準的な同型 Z[S]L□ ∼= N L□ ∼=
∏
N

Z

が存在する．よって Z[S]L□ ∈ Solidを得る．また系 A.32より，標準的な同型

Z[S]L□ ∼= Hom(Hom(Z[S]L□,Z),Z)

を得る．ここで例 1.9より，Hom(Z[S]L□,Z) ∼= Hom(Z[S],Z) = C(S,Z)となる．ただしC(S,Z)

は S 上の Zに値を持つ関数のなす abel群にコンパクト開位相（この場合は離散位相になる）を

*28 正確には，一つ目の射の同型から二つ目の射の同型を示すには，D(Cond(Ab))における直積
∏
N

Zが Cond(Ab)

における直積と一致することを示さなければならない．これは関手
∏
N

−が t-exactなこと（容易に確かめられる）

から従う．
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入れたもので，さらにそれを condensed abelian group とみなしている．ここで C(S,Z) ∼=
lim−→
n

C(Sn,Z)となる．よって

Hom(C(S,Z),Z) ∼= Hom(lim−→
n

C(Sn,Z),Z)

∼= lim←−
n

Hom(C(Sn,Z),Z)

∼= lim←−
n

Z[Sn]

を得る．ただし最後の同型は Sn が有限集合であることから標準的に定まる．以上より，標準的
な同型 Z[S]L□ ∼= lim←−

n

Z[Sn] を得る．この同型が定理中で与えた射と一致することは容易に分か
る．
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